Aplicatii ale calculului variational. Ecuatia Hamilton-Jacobi-Bellman

1 Problema de control optimal

Pentru un sistem descris in spatiul starilor de:
x(t) = f(x(t),u(t),t), cu conditiile inintiale x(ty) = % (1)
sitgp <t < ty, se cere sa se determine comanda optimala u*(t) pentru care sistemul sa urmeze o
traiectorie optimala x*(t) care sa minimizeze functia de cost
ty

J = h(x(tf),ty) + ) 9(x(t),u(t), t)dt (2)

0

x(t) este vectorul de stare, de dimensiune n x 1, iar u(t) este vectorul intrarilor (comenzilor), de
dimensiune m x 1.

2 Conditiile necesare pentru control optimal

Hamiltonianul se definegte ca:
H(x(t),u(t), \(t),t) = g(x(t),u(t), t) + AT (¢)f(x(t),u(t),t) = g + \'f

unde A(t) este un vector de n functii de timp, necunoscute, numite co-stari.

Indiferent daca vectorul de intrari u(t) este sau nu supus unor restrictii, Lev Pontryagin a aratat
ca u(t) trebuie sa minimizeze Hamiltonianul.

Urmatoarele conditii necesare pentru control optimal pot fi utilizate pentru determinarea solutiilor
candidate ale problemei:

1. Se scrie Hamiltonianul:
H(x(t),u(t), A(t),t) = g(x(t), u(t), t) + AT (DF(x(¢), u(t),t) = g + A'f
si apoi se scriu conditiile necesare:

2. Hamiltonianul trebuie minimizat in raport cu u(¢). Daca vectorul de intrari nu este restrictionat
si Hamiltonianul este derivabil de 2 ori in raport cu u, atunci prima derivata in raport cu u este

O (x(t), u(0),20),0) = 0 Q

si a doua derivata trebuie sa fie pozitiva. Daca exista restrictii asupra vectorului u, atunci
minimul Hamiltonianului se determina din analiza problemei.

Zero:



3. Vectorul de co-stari este dat de:
A(t) = ——=(x(t),u(t), A(t),t) (4)

4. Ecuatia de stare este:

x(t) = £(x(t), u(t),?) (5)

Ecuatiile (4) si (5) formeaza un set de 2n ecuatii diferentiale cu 2n variabile (x(¢)nx1 $i A(t)nx1)-
O solutie unica necesita un set de 2n conditii pe frontiera. Acestea se determina conform urmatoarelor
cazuri:

Cazul I. Daca timpul final ¢ este cunoscut si starea finala x(ts) este cunoscuta.

x(tf) = xf (6)

sunt n relatii care, impreuna cu conditiile initiale x(¢y) = x¢ asigura solutia unica a sistemului
de ecuatii diferentiale (4) si (5).

Cazul II. Daca timpul final ¢; este cunoscut, dar starea finala x(ts) este necunoscuta. Un set de n
conditii finale pentru A(¢) se pot determina din:

Nitg) = S (x(tp), 1) @

Cazul III. Daca timpul final ¢ este necunoscut, dar starea finala x(¢;) = x este cunoscuta. Atunci:

Hx(tg),u(ty). M), t7) + G (etg), ) = 0 0

Cazul IV. Daca timpul final ¢; este necunoscut si starea finald este necunoscuta. Atunci conditiile
pe frontiera se determina din:

Nitg) = S (x(tp), 1) Q

Hx(t7), u(t ). Mg). ) + G e(t7).£7) = 0 (10)

3 Rezolvarea problemelor utilizind conditiile necesare pentru opti-
malitate

Daca starile si comenzile nu sunt supuse restrictiilor, starea finala nu este precizata si timpul final este
precizat, atunci se urmeaza pasii:

1. Se scrie hamiltonianul:
Hx,w,A) = g(xu,£) + AT (1) (x, u, )

2. Se calculeaza u* care minimizeaza hamiltonianul:

oH O*H
ETR T
In general, u* rezultd ca functie de x(t), A(t) si t:
u’(t) = U(x(t), A(t), 1) (11)



3. Se determina ecuatiile diferentiale pentru variabilele auxiliare, co-starile A(t):

. OH
A= ok (12)
4. Se determina conditiile finale pentru A:
oh
Alty) = 5 (x(tr)) (13)

5. Se inlocuiegte u*(t) determinat in (11) in sistemul de ecuatii de stare:
(1) = £(x(t), U(x, \, ), ) (14)
6. Se integreaza sistemul de ecuatii diferentiale pentru A\ (12) si sistemul de ecuatii de stare (14),
cu conditiile initiale pentru stari x(tp) = x¢ i conditiile finale (13) calculate pentru co-stari.

7. Se inlocuiesc expresiile rezultate la pasul anterior in u*(t) = U(x(t),\(t),t) si se determina
comanda optimala.

4 Ecuatia Hamilton-Jacobi-Bellman

Pentru problema definita in sectiunea 1, ecuatia Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) se obtine dupa cum
urmeaza.

Se noteaza Hamiltonianul H:

oJ*(x,t)

Ecuatia HJB este:
(x,t
0= 2@ nn (16)
ot u
cu conditia pe frontiera:
S (@(ty), tr) = h(x(ty), ty) (17)

4.1 Rezolvarea unei probleme de control optimal utilizand ecuatia HJB

1. Se calculeaza expresia hamiltonianului.
2. Se determina u*(t) care minimizeaza hamiltonianul

3. Substituind u*(t) in H se determind H* = min H

u

4. Se scrie ecuatia HJB:
oJ*(x,t)
ot

5. Se scrie conditia finala: J*(x(ts),t5) = h(z(ts),ty)

H* + =0



6. Se estimeazad forma lui J*(x,t), se calculeaza J: = 8‘]67(;’0 s Jf = 8‘]8(;”"5) si se inlocuiesc in

ecuatia HJB. Estimarea formei lui J*(x,t) are ca scop transformarea ecuatiei cu derivate partiale
intr-o ecuatie diferentiala ordinara. Pentru functii de cost patratice, se poate folosi de obicei
forma: J*(x(t),t) = p(t)z3(t)

7. Se rezolva ecuatia diferentiala ordinara obtinuta la pasul anterior
8. Se calculeaza forma finala a lui u*(t) ca functie de timp si / sau stari

9. Se integreaza ecuatia de stare si se determina traiectoria de stare optima z*(t).

5 Exercitii
Rezolvati urmatoarele probleme utilizand:

e Conditiile necesare pentru control optimal si calcul analitic.

¢ Functia Matlab dsolve pentru integrarea ecuatiilor diferentiale (este necesar Symbolic Math To-
olboz).

P1. Pentru sistemul dinamic descris de ecuatia de stare:
(t) = z(t) + u(t), =(0)=1, te]l0, 5

se cere sa se determine comanda optimald u*(¢) care minimizeaza functia de cost:

5
J = / (w?@®) +2%(t)) dt
0
Reprezentati grafic u*(t) si traiectoria de stare optima x*(t). Rezolvati problema folosind:

e ecuatia Hamilton-Jacobi-Bellman
e principiul minimului
si comparati rezultatele.

P2. Se considera sistemul mecanic din Figura 1, unde m este masa maginii, u(t) este o forta externa
(semnalul de intrare), v(t) este viteza maginii (semnalul de iegire) si b este coeficientul de frecare
cu suprafata orizontala.

Intrare = forta w(t) ) lesire = viteza v(t)
——» Masinacumasam ——»

Forta de frecare

Figura 1: Sistem mecanic

Daca v(t) este viteza masinii, prima sa derivata dy(t)/dt este acceleratia. Din echilibrul fortelor
pe orizontala rezulta urmatoarea ecuatia diferentiala:

do(t)
T

= u(t) — bu(t)



P3.

Daca se alege variabila de stare egala cu iegirea sau viteza masinii z(t) = v(t), b =2 gi m = 1,
ecuatia de stare a acestui sistem se scrie:

z(t) = —2z(t) + u(t)
In momentul initial se poate considera viteza maginii egald cu 0:

z(0) =0

Problema este determinarea unei comenzi optime u*(t) care sa determine sistemul sa urmareasca
un semnal cost, intr-un interval de timp ¢ € [0, 20], cu consum minim de energie de comanda.

Functia de cost care trebuie minimizata va fi:

J= /020 (a1 - w2(t) + a - (w(t) — cost)?) dt

unde a si b sunt ponderile asociate termenilor din functia de cost.
Rezolvati problema pentru diferite valori ale lui a si b si comparati rezultatele.
Reprezentati grafic u*(t). Reprezentati grafic traiectoria de stare optima z*(t) pe acelasi grafic

cu semnalul de referinta cost.

Pentru sistemul dinamic descris de ecuatiile de stare:

T1(t) = xa(t)
i’g(t) = —xg(t)—i-u(t)

cu conditiile initiale x1(0) = x2(0) = 0, se cere sa se determine comanda optimald u*(t) care
minimizeaza functia de cost:

b 1 /2
J=2(21(2) - 5)% + = (22(2) — 2)2 + f/ u?(t)dt
2 2 2 Jo
Rezolvati problema pentru diferite valori ale lui a si b gi comparati rezultatele. Reprezentati

grafic u*(t) si traiectoriile de stare optime z7(t), z5(t).



